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Trăn Sĩ Tùng 

• Dùng định lí kẹp: Nếu I u n I <v n ,Vn và lỉm v n = 0 thì lỉm b 


VD: a) Tỉnh lim—— 

n 

b) Tính lim 

nên 0 < 


\ n \ n n n 

\n 4cosn ^ |3sin n - 4cos nị < J(3 2 + 4 2 )(sin 2 n + cos 2 n) - 
2n +1 

|3sinn-4cosn| 5 
! 2n 2 +1 \ 2n 2 +ỉ 


5 1 - 3sinn-4cosn 

Mà lim—--= 0 nên lim-—-= 0 

2n+l 2n +1 

Khi tính các giới hạn dạng phân thức, ta chú ý một so trường hợp sau đây: 

• Neu bậc của tử nhỏ hcm bậc của mẫu thì kết quả của giới hạn đó bằng 0. 

• Neu bậc của từ bằng bậc của mẫu thì kết quả của giới hạn đó bằng tỉ so các hệ so của 
thừa cao nhất của tử và của mẫu. 

• Neu bậc của tử lớn hom bậc của mẫu thì kết quả của giới hạn đó là + co nếu hệ so cao n 
của tử và mẫu cùng dấu và kết quả là -co nếu hệ so cao nhất của tử và mẫu trải dấu. 


ti các giới hạn sau: 
2 n 2 -n + 3 


d) lim-- 

(n + ỉ)(2 + n)(n 2 +1) 
Bài 2: Tính các giới hạn sau: 

, .. 1 + 3” 

a) lim—-- 

4 + 3” 

1: 2” +5” +1 

d) lim-—- 

1 + 5” 

Bài 3: Tính các giới hạn sau: 


Tính các giới hạn sau: 


I lim —- + -2—4 
1.3 3.5 


n + 4 n + 3 
n 2 +1 


4.3” +7” +1 

a--- 

2.5”+7” 

_ 1 + 2.3”-7” 

1---— 

5”+2.7” 


V4n+Ĩ + 2n-\ 

b) hm^ĩl n “ 4 

lim 

\jn 2 +4n + l+n 

sjn 2 +2 + n 


sl 4n 2 +1 + 2n 

, ,. (2nsfn + 1)(Vn + 3) 

e) lim- : - 

(n+ !)(« +2) 

f) lim— 

\ln 2 + 4n +1 + n 



3 n +2 n +n 

"^r 

2n 4 + n 2 - 3 
3n -2n +1 

4 n+l +6 n+2 

im--- 

5” + 8” 

1-2.3”+6” 
2”(3” +1 -5) 

_n 2 +ì]ỉ-n 6 
m . - 

síTVl+ n 2 _ 

\ln 2 -4 n-sl4n 2 +1 
a - , - 

v3n 2 +1 + n 


■Ỵi 

-4Ì... 1 

Vìì 


ĩ 2 ) 1 

V n 2 ) 


— -7“ b) lim ——+ ——-+ ... 4— -—— 

-l)(2n + l) J Ự.3 2.4 n(n + 2) 

1-0 đ)limÙ- + JL + .. + -Ị-' 

n 2 J Ự.2 2.3 n(n + ỉ) ỵ 

- 1 + 2 + 2 2 +... + 2” 

ộ lim , ", -TT 

1 + 3 + 3 2 +... + 3 
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Bài 5: Tính các giới hạn sau: 
a) lim {yjn 2 + 2n -n-ỉ) 


b) lim {sjn 2 + n -\ln 2 + 2) c) lim (>/2 ~n-ĩr’ 


d) lim (1 + n 2 -\ n 4 + 3n + 1) e) lim [\n 2 - n-n) 

... >/ 4 ^ + 1 - 271-1 ..n 2 +yll-n 6 

g) lim , - h) lim -- 

\ln 2 +4n + l-n \ln 4 +l-n 2 

Bài 6: Tính các giới hạn sau: 

2cosn 2 (-1)” sin(3n + n 2 


3sin 6 n + 5cos 2 (n + l) . 3sin 2 (n 3 +2) + n 2 

d) lim-- e) lim- ' " - 

n 2 +1 2-3 n 2 

, L i¥, 1ÌÍ lì 


Ll I — - -Ị 

vn 2 + 2-\ln 2 +4 
\ln 2 -4n -\l4n 2 +1 

1 - -ị - 

V 3 n 2 +1 —n 

2 — 2 n cos n 
n— —— — 

3n + ỉ 

3n 2 -2n + 2 

n—--——— 

n(3cosn + 2) 


k_ lỴi 

1 s 

í, 

l 2 2 Ẳ 

3 2 y 



Bài 8: a) Chứng minh: — .- - - -= = -Ị=— J— (Vn e N*). 

nv« + l + (n + l)V« v« Vn + l 

, N _ 1 1 . 1 

b) Rút gọn: u„= r- ■= + - r — / - = -—5=. 

1V2+2V1 2V3+3V2 nVn + 1+(n + l)Vrc 


c) Tìm lim u n . 

Bài 9: Cho dãy số (u n ) được xác định bởi: < 


„ + ^ 1 )' 
2 n 


a) Đặt v„ = U„+1 - Tính V] + V2 + ... + v„ theo n. 

b) Tính w„ theo n. 

c) Tìm lim u„. 

. In. 1 u u^. k =0; M 2 =1 


Bài 10: Cho dãy số (n n ) được xác định bởi: 


2u n + 2= u n + l +u n’ (« * !) 


a) Chứng minh rằng: U„+1 = —+1, Vn > 1. 

2 

b) Đặt v n = u n - ^. Tính v„ theo n. Từ đó tìm lim n„. 
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II. Giói hạn của hàm số 
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T/n. 1™ \lx + l-yjl-x fy/x + 1-l l-y/ĩ^x) 

VD: lim-———-= lim -—-+-—- 

JC->0 X x->0v X X ) 


00 P(x ) » 

2 . Dạng —: L = lim ——■ vói P(x), Q(x) là các đa thức hoặc các biêu thức chứa căn. 

00 x->±00 <2(x) 

- Neu P(x), Q(x) là các đa thức thì chia cả tử và mẫu cho luỹ thừa cao nhất của X. 

- Neu P(x), Q(x) có chứa căn thì có thể chia cả tử và mẫu cho ỉuỹ thừa cao nhất của X hoặc 
nhân lượng liên hợp. 


2x +5x~3 

VD: a) lim -= 

X 2 + 6x + 3 


lim - ~ x =2 

X-H-00 ,63 

1 + - + —- 


3 . Dạng 00 - 00: Giới hạn này thường có chứa căn 

Ta thường sử dụng phương pháp nhân lượng liên hợp của tử và mẫu. 

VD: lim UĨT X -T)= lim = lim 

*-H -00 \ll + x+sjx x^+oo 

4 . Dạng O.oo: 

Ta cũng thường sử dụng các phương pháp như các dạng ở trên. 


VD: lim (x-2), 


ử dụng các phương pháp như các I 
I X _ \lx-2.s[x _ 0.V2 

]Ịx 2 -4 x—>2 + sỊx + 2 2 


Bài 1: Tìm các giới hạn sau: 


ỉ+x + x 2 +x 3 
a) lim-——- 

x->0 1 + X 


^3x 2 +T-X 


. Vx -x + ỉ 
e) lim ——- - - 

x->2 x-l 


ầ yjx 2 -2x + 3 


1: _ V^8-3 u , 1: _ \Ỉ3x 2 -4 -y/3x-2 ^2„ : „ 1 

g) lim-——— h) lim--— - 1 ) lim A' sin — 

X — >1 X — 2 X — >2 X -h 1 X — >0 2 

Bài 2: Tìm các giới hạn sau: 

X 3 -X 2 -x + l , . .. X 4 -l . .. x 5 +l 

a) lim ——--- b) lim —--- c) lim ——— 

X-* 1 X 2 - 3x +2 X->1 X 3 - 2x 2 +1 ^-!x 3 +1 

X 3 -5x 2 +3x + 9 x-5x 5 +4x 6 „ ,, x m -ỉ 

d) lim--—-——- e) lim-———- 1 ) lim- 

X 4 -8x 2 -9 x-yi (1-x) 2 x w -l 

. (1 + x)(l + 2x)(l + 3x)-1 x + x 2 +... + X n -n .. x 4 -16 

g) lim-—- h) lim-——- 1 ) lim — — 

X — >0 X X — >1 X — 1 X— 2 
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Bài 3: Tìm các giới hạn sau: 


a) lim ^ 4jc + 1 " 3 

b)lim 

c) lim 

" >2 X 2 -4 

*-»! ìỊ4x + 4-2 

x—>0 

d) lim Tx + 1-l 

lim V2x + 2 -V3x + 1 

f) lim - 

x-ù Vx + 7-3 

X—>1 X 1 

x->0 . 

gllim^- 1 

h) lim 

lim - 

AAAAA 2 /;- 

*->0 ^/1 + JC -1 

^-3 X 2 +3x 



Bài 4: Tìm các giới hạn sau: 

o\ i:_ 'Jỉ + X~\Jl + X 

a) lim , -—- 

x^o X 

\/l + 4x -yj l + 6x 


"V14- 4x .V 1 4- 6x — 1 


Bài 5: Tìm các giới hạn sau: 
x 2 +l 

a) lim —- 

*^ +Q0 2x -x + l 


v8jc + 11 -V* + 7 

b) lim-—--- 

*^2 X 2 -3x +2 


\l$x 4- 11 — yj X 4- 7 

e) lim— —— --— 

*^2 2 x 2 -5 x + 2 


■sll + x 2 -1 


V X 2 +1—1 

3 Vx 2 +16-4 
ylx + 9 + \Jx + ỉ6 -7 

) X 

2\/l + x -\l%-x 


_ Vl + 2x.^/l+4x-l 


1: _ N/X + 1-Vl-X 
i) lim- : - 

x->0 X 


2x 2 +1 

c) lim ——-—-- 

*^ +co x 3 _ 3^2 + 2 


, v4x 2 -2x + l +2-X - xVx+1 

e) lim - . -f) lim - - 

x ^ ±ũ0 v9x 2 - 3x + 2x ^ +co x 2 +x + ỉ 


00 V4x +1+2-X V9x -3x+2x 

. ( 2x-ỉ)\lx 2 -3 Vx 2 + 2x + 3x 

g) lim -2^-r- h) lim , - 

x-5x ^ +co V4x 2 +1-x + 2 

Bài 6: Tìm các giới hạn sau: 

a) lim [V* 2 + X — X 1 b) lim Í 2 X-I-V 4 

X-H-00 ^ y X-H-00 ^ 

c) lim ị\lx 2 +1 -\/x 3 -lì d) lim í'\/x + -\/x+ : 

X-H-co 7 X-H-CO ^ 

e) lim (^2x-l-^2x + l) ộ lim (fet 3 -l+> 

g) lim Ít— ---—rì h) lim í-r—ị -- 

ự-x 1-JC 3 J * >2 u -3x + 2 

Bài 7: Tìm các giới hạn sau: 

a) lim ——2 b) lim ——^ 

x=»2 + x-2 je-» 2~ x-2 

^ i:_ Vx 2 -4 |2-x| 

d) lim ——— e) lim —2 --- 

*^2 + x-2 x-*2 + 2x 2 -5x + 2 

Bài 8: Tìm các giới hạn một bên của hàm số tại điểm được chỉ ra: 

[ a / Ĩ + X-1 n Ị n 


b) lim 1 2x -1 - v4x 2 - 4x - 3 ] 

X^+GO y J 

d) lim ị + « -Vx 1 

Jt->+00 ^ J 

ộ lim (^3x 3 -1 +\lx 2 + 2 ) 

h) lim í -7— ị-- + -t- 4--ì 

*^2 _3 x + 2 x 2 -5x + óJ 


b) lim ——-7- 

x-Xr x-2 


. .. l + 3x-2x 

c) lim-——- 

X—»3 + x-3 


1) lìm ' 

x->2~ 2x 2 -5x + 2 


1 T—— —— Ả;/ũ X > 0 

vl + x-l tạỉx = 0 b)/(x) = 

77 fc/ũ X < 0 

2 


9-x 

1 -—khi X < 3 
1 x-3 

1 — X khi X > 3 
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III. Hàm số liên tục 


1. Hàm số liên tục tại một điển, 


=f(x) liên tục tại Xo o lim f(x) = f(x () 


• Đe xét tỉnh liên tục của hàm số y =f(x) tại điểm Xo ta thực hiện các bước: 

Bl: Tỉnh f(xo). 

B2: Tỉnh lim f(x) (trong nhiều trường hợp ta cần tính lim f(x), lim f(x)) 

x—>x 0 x^>x 0 + x^x ữ 

B3: So sánh lim f(x) với f(xo) và rút ra kết luận. 

2. Hàm số liên tục trên một khoảng: y =f(x) liên tục tại mọi điểm thuộc khoảng đó. 

3. Hàm số liên tục trên một đoạn [a; bị: y =f(x) liên tục trên (a; b) và 

ỉim f(x) = f(a), lim f(x) = f(b) 

4. • Hàm số đa thức liên tục trên R. 

• Hàm số phân thức, các hàm số lượng giác liên tục trên từng khoảng xác định của chúng. 

5. Giả sửy =f(x), y = g(x) liên tục tại điểm Xo. Khỉ đó: 

• Các hàm sốy =f(x) + g(x), y =f(x) -g(x), y =f(x).g(x) liên tục tại Xo. 

, yx^) ' 

• Hàm sô y = —— liên tục tại Xo nêu g(xo) * 0. 

g(x) 

6. Neuy = f(x) liên tục trên [a; bj và f(a).f(b)< 0 thì ton tại ít nhất một so c e (a; b):f(c) = 0. 
Nói cách khác: Neu y =f(x) liên tục trên [a; bj và f(a).f(b)< 0 thì phương trình f(x) = 0 c 

nhất một nghiệm ce (a; b). 

Mở rộng: Neu y =f(x) liên tục trên [a; bj. Đặt m = min f(x), M = max f(x). Khỉ đó với mc 

M M 

e (m; M) luôn tồn tại ít nhất một số c e (a; b):f(c) = T. 


Bài 1: Xét tính liên tục của hàm số tại điểm được chỉ ra: 


\x + 3 

s - khix^l 

à)f(x) = ị x _i * tại X = 

-1 khix = 1 


b)/(x) = ị x-l 


\ 2-1x+5x 2 -x 3 . / 5 khix> 5 

c) f(x) = ị x 2_ 3x+ 2 1 tạix=2 d) f(x) = ị V2x-l-3 tạix-- 

[l khi x=2 [(jc-5) 2 +3 khix< 5 


, ... l-cosx khi X < 0 . 1 —— — khi X < 1 

e)/w= ~ tạix = 0 ĩ) f( x ) = \J2^x-l tạỉx- 

lVx+1 khix> 0 y_ị x m 


Bài 2: Tìm m, n để hàm số hên tục tại điểm được chỉ ra: 


2mx-3 khi x>ỉ 


x 3 -x 2 + 2 x -2 

b) m=\ x -ĩ 

3 x+m 
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khi X = 0 

khi X ^ 0, X ^ 3 
khỉ X = 3 


tại X = 0 và X = 3 


X 2 -3x + 4 

khi X < 2 

5 

khi X = 2 

2x + l 

khỉ X > 2 

X 2 -2 

X-V 2 

khỉ x*4~2 

[S 

khỉ x = 4~2 

3 xác định của 

chúng: 

X 2 +x 

khỉ X < 1 

2 

khi X = 1 

[mx + 1 

khi X > 1 

h 2 

khi X < 1 


d) /(x) = -Ị x _ 2 khix*2 tạix = 2 

[m khi X = 2 

Bài 3: Xét tính liên tục của các hàm số sau trên tập xác định của chúng: 


khi X * -2 
khi x = -2 


X -X +2x-2 ... , f 2 111 -ị 

C)/M= X _1 - Mix#1 <1)/(*>= ?' "»*<] 

L , , . 1 2toc-3 khi x> 1 

[3x + m khi x = 1 L 

Bài 5: Chứng minh rằng các phương trình sau có 3 nghiệm phân biệt: 

a) X 3 -3x +1 = 0 b) X 3 + 6x 2 + 9x +1 = 0 c) 2x + 6\l 1-x = 3 

Bài 6: Chứng minh rằng các phương trình sau luôn có nghiệm: 

a)x 5 -3x + 3 = 0 b) X 5 +X-1 = 0 c) X 4 +x 3 -3x 2 +X + 1 = 0 

Bài 7: Chứng minh rằng phương trình: X 5 - 5x 3 + 4x -1 = 0 có 5 nghiệm trên (-2; 2). 

Bài 8: Chứng minh rằng các phương trình sau luôn có nghiệm với mọi giá trị của tham số: 
a) ot(x-1) 3 (x-2) + 2x-3 = 0 b) X 4 +mx 2 -2mx-2 = 0 

c) a(x-Z?)(x-c) + Z?(x-c)(x-a) + c(x-a)(x-h) = 0 d) (l-m 2 )(x + l) 3 +x 2 -x-3 = 0 
e) cosx + mcos2x = 0 f) m(2cosx-V2) = 2sin5x + l 

Bài 9: Chứng minh các phương trình sau luôn có nghiệm: 

a) ax 2 +bx + c = 0 với 2a + 3b + 6c = 0 b) ax 2 +bx + c = 0 với a + 2b + 5c = 0 

c) X 3 + ax 2 +bx + c = 0 

Bài 10: Chứng minh rằng phương trình: ax 2 +bx + c = 0 luôn có nghiệm X e với a#0 

và 2a + 6b + 19c = 0. 
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BÀI TẬP ÔN CHƯƠNG IV 


Tìm các giới hạn sau: 
1 + 2 + 3 + ... + n 


n + 2 sin n Ị 
n + ỉ 2 n ) 


2n 2 +3n —1 

I lim {\ln 2 - 3n - \ln 2 + 1 ) 


g) lim(v« 3 + 3n 2 -n) 


h) lim (l + n 2 - V n 4 + n ) 

1) lim - yjn 3 + 2n ) 


Tìm các giới hạn sau: 

,. X 2 - 5x + 6 

lim———- 

•*-> 3 X -8x + 15 


. X 5 -4x+ 4x-3 
c) lim--- 

xm X -3x 


2x -5x J + 3x +1 
) lim " " , " 

3x 4 -8x 3 +6x 2 -l 

X-* 1 X 5 -2x-ỉ 
Tìm các giới hạn sau: 

x-2 

I lim — , 
x ~+ 2 3 -\lx + 7 

. Vl + 2x-3 

) lim- p=— - 

*->4 v*_2 

ịJx + 7 -V5-x 2 


) lim —p=—- 

^Vx-l 

Tìm các giới hạn sau: 
2x 2 - 3x + 2 


... X -3x+2 

e) lim———- 

* >' X 4 - 4x + 3 


1: _. V2X + 7-3 

e) lim 1 ———■—— - 

slx + 3 -2 


ụ 1 + x -\/l-x 


b) lim 

X +3x-4 

3x + 4 
e) lim ——— 

x->3 + 3-x 


lim - — 

X— >-2 + Vx + 2 

Tìm các giới hạn sau: 

.. 2x 3 -3x 2 +4x-1 

lim —— - - 

X - 5x 3 + 2x - X + 3 


- .. X -2x -4x + 8 

f) lim- - 

x >2 x 4 -8x 2 +16 


s 1; \lx + 8 —3 
c) lim —- 

X 2 +2x-3 

A .. Vx 2 +1-1 
f) lim , 

^°4-Vx 2 +16 

1: _ \l~4x -2 
i) lim———— 

x->2 X - 2 

_. \lx + 2 + \lx + 7-5 

m) lim-—- 

X —>2 X 2 


e) lim \yx 2 +1 +x, 


1) lim - ị— 
*->0 + x-a/x 


1) lim x-2 

^>2 +v 7 V X 2 - 4 


0 ) lim (2 r 3>2(4x ; 7) , 3 
*~4 +co (3x 3 + l)(10x 2 + 9) 

f) lim (x + \lx 2 — X + 1) 
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h) lim (vx 2 - X 


.. \x 2 +2x+3x 

k) lim . -- 

V 4x 2 + Ỉ-X + 2 

Bài 6. Xét tính liên tục của hàm số: 


1) lim Ụx 2 +x ~-\l2x 2 -ĩ) m) lim \yjx 2 + 2x+x) 


a) f(x) = \x 2 -2x-3 


trên R b) /(x) = \ sin 2 X 


Uịẻĩ. khix* 2 

c) /(*) = \ X 2 - Ix + 10 trên R d ) /(*) = 

[2 khi x = 2 

Bài 7. Tìm a để hàm số liên tục trên R: 

Í2a 2 +1 khỉ X < 1 

a ) /(•*) = I X 3 — X 2 + 2x — 2 , b)/(x) = 


[a khi X = -2 Ịax + 2 khi X > 1 

Bài 8. Chứng minh rằng phương trình: 

a) X 3 + 6x 2 + 9x +1 = 0 có 3 nghiệm phân biệt. 

b) m(x -1) 3 (x 2 - 4) + X 4 - 3 = 0 luôn có ít nhất 2 nghiệm với mọi giá trị của m. 

c) (m 2 + l)x 4 - X 3 -1 = 0 luôn có ít nhất 2 nghiệm nằm trong khoảng (-1; \Ỉ2 ) với mọi m. 

d) X 3 + mx 2 -1 = 0 luôn có 1 nghiệm dương. 

e) X 4 - 3x 2 + 5x - 6 = 0 có nghiệm trong khoảng (1; 2). 


Bài 9. Cho m > 0 và a, b, c là 3 số thực thoả mãn: 


m+2 m +1 m 


= 0. Chứng minh rằng 


phương trình: /(x) = CIX 2 +bx + c = 0 có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng (0; 1). 

HD: Xét 2 trường hợp c = 0; c # 0. Với c*0 thì /(0)./í w + * 1 =-——— < 0 

\m + 2j m(m + 2) 
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